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Samenvatting

Het doel van deze thesis is het zo precies mogelijk bepalen van structuur-
parameters die de driedimensionale structuur van een kristallijn materiaal
beschrijven. De structuurparameters die hier onderzocht worden zijn de
posities van de atoomkolommen en het aantal atomen in deze kolommen.
Voor deze bepaling wordt gebruik gemaakt van statistische parameterschat-
tingstheorie. Deze theorie laat toe om getallen te verkrijgen voor de ongek-
ende structuurparameters. Er wordt hierbij gebruik gemaakt van een model
dat de verwachtingswaarden beschrijft van de waarnemingen. In deze thesis
zijn de waarnemingen de pixelwaarden van een gereconstrueerde uittreegolf
verkregen door middel van hoge resolutie elektronenmicroscopie. De uit-
treegolf is de golf die gevormd wordt aan het vlak waar de elektronen het
sample verlaten. Het model dat gebruikt wordt, is gebaseerd op de elek-
tronen channelingtheorie. Deze levert immers een analytische uitdrukking
voor de uittreegolf die afhankelijk is van de te schatten parameters. Door
gebruik te maken van de zogenaamde Cramér-Rao Lower Bound wordt een
ondergrens gezocht voor de haalbare variantie van zuivere schattingen van de
structuurparameters. Daarna zal nagegaan worden of deze ondergrens kan
bereikt worden door toepassing van de meest aannemelijke schattingsmeth-
ode op simulaties. Er wordt aangetoond dat de dikte van atoomkolommen
kan bepaald worden met een precisie van ongeveer 0.6A4. De posities van de
atoomkolommen kunnen nauwkeurig bepaald worden met een precisie van
ongeveer 0.02A.
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1. INLEIDING

1 Inleiding

Voor matereriaalonderzoek is het van groot belang dat de structuur van ma-
terialen goed begrepen wordt. Theoretici proberen namelijk om eigenschap-
pen van materialen te voorspellen door gebruik te maken van deze structuur.
Experimentatoren proberen daarom vanuit experimentele gegevens een zo
goed mogelijk beeld te vormen van de structuur van materialen. Een be-
langrijke techniek om zich een beeld te vormen over de atoomposities is hoge
resolutie elektronenmicroscopie (HREM). Een voordeel van deze techniek
ten opzichte van atomic force microscopy en scanning tunneling microscopy
is dat ze niet enkel rekening houdt met de oppervlakte atomen. De beelden
van HREM worden meestal visueel geinterpreteerd, wat uiteraard leidt tot
een beperking. Men kan immers geen getalwaarden, nauwkeurigheden en
precisies bepalen op de structuurparameters. Het streefdoel is om atoom-
posities te bepalen met een presicie van 0.1 tot 0.01A4 [1]. Het is namelijk
op deze schaal dat materiaaleigenschappen veranderen. Een manier om nu-
merieke waarden te verkrijgen is gegeven door statistische parameterschat-
tingstheorie. In deze theorie wordt gebruik gemaakt van een model dat
de verwachtingswaarden beschrijft van de waarnemingen. In dit onderzoek
zijn de waarnemingen de pixelwaarden van een gereconstrueerde uittreegolf
verkregen door middel van HREM. De uittreegolf is de elektronengolf die
gevormd wordt in het vlak juist achter het sample. Het model dat gebruikt
wordt is gebaseerd op de elektronen channelingtheorie [2]. Deze theorie
geeft een analytische uitdrukking voor de uittreegolf die afhankelijk is van
de positie van de atoomkolommen en van het aantal atomen in een atoom-
kolom. Door gebruik te maken van statistische parameterschattingstheorie
zal nagegaan worden wat de hoogst haalbare precisie is op de schattingen
van de structuurparameters. De ondergrens op de variantie van de zuivere
schattingen is gegeven door de Cramér-Rao ondergrens (CRLB) [3]. Er
wordt ook nagegaan of deze ondergrens gehaald kan worden door toepassing
van de Maximum Likelihood schatter op gesimuleerde uittreegolven. Tot
slot zal er ook onderzocht worden hoe de CRLB verandert als functie van
de dikte van de atoomkolom, de afstand tussen twee atoomkolommen en de
hoeveelheid ruis in de simulaties.

2 Channelingtheorie voor het beschrijven van een
elektronen uittreegolf

2.1 Basisidee van de channelingtheorie

Wanneer men een kristal bekijkt langs een zone-as evenwijdig aan een atoom-
kolom, bestaat er een één op één relatie tussen de hoge resolutie elektronen-
microscopie beelden en de configuratie van de geprojecteerde atoomkolom
[4]. Deze relatie is geldig als de afstand tussen de kolommen voldoende groot
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is [5, 6]. Ook de resolutie van de microscoop moet voldoende goed zijn [7].
De fysische reden hiervoor is dat de positieve elektrostatische potentiaal van
de atomen ervoor zorgt dat een atoomkolom als een kanaal werkt waarin
een elektron dynamisch zal verstrooien zonder dat het de atoomkolom zal
verlaten (zie figuur 1).

De elektronen channelingtheorie kan men beter begrijpen als men een
atoom beschouwt als een lens. De elektrostatische potentiaal zal er namelijk
voor zorgen dat de elektronen worden afgebogen. Deze lens is een perfecte
lens als de vorm van de potentiaal parabolisch is, wat het geval is als de
atomen in de kolom niet te zwaar zijn. Elk atoom is een lens en een atoom-
kolom is dus een opeenvolging van lenzen. Deze opeenvolging zal ervoor
zorgen dat de elektronengolf gefocusseerd wordt op periodische afstanden.
De afstand waarop de golf gefocusseerd wordt, is een functie van het atoom-
nummer van de atomen en van hun onderlinge afstand. Als de dikte van
het kristal even groot is als de zogenaamde extinctie afstand, dan is de uit-
tredende golf gelijk aan de inkomende golf en heeft de atoomkolom eigenlijk
netto geen effect. Dit noemt men dan ook dynamische extinctie. Dit concept
is weergegeven in figuur 2.

Figuur 1: Schematische voorstelling van elektron channeling.

De channelingtheorie geeft een analytische uitdrukking voor de uittree-
golf die onderaan het materiaal gevormd wordt. De theorie vormt een al-
ternatief voor andere numerieke theorieén, waarvan de multislice theorie
[8] de meest aanvaarde is. Door zijn analytische vorm heeft de channel-
ingtheorie echter het voordeel dat hij fysisch inzicht koppelt aan eenvoudige
berekeningen.

2.2 Reconstructie van de uittreegolf

De uittreegolf is de golf die gevormd wordt aan het uittreevlak van het
materiaal. Deze uittreegolf zal in dit onderzoek gebruikt worden om schat-
tingen te verkrijgen voor de parameters die de structuur van het materiaal
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lichte atomen zware atomen

Figuur 2: Elk atoom in de atoomkolom werkt als een lens. Hierdoor wordt de
elektronenbundel gefocusseerd op periodische punten. Bij de lichte atomen
is de dikte van de atoomkolom gelijk aan de extinctie afstand. Hierdoor is
de uittreegolf gelijk aan de inkomende golf.

beschrijven. De uittreegolf kan echter niet direct gemeten worden. De golf
gaat immers nog door een objectieflens en een objectiefapertuur waardoor
hij vervormd wordt tot de beeldgolf. Het is de intensiteit van deze beeldgolf
die men waarneemt. De beeldgolf kan beschreven worden door een com-
plexe golf. Doordat op het beeldvlak de intensiteit gemeten wordt van de
beeldgolf, zal de fase-informatie verloren gaan. Men kan deze informatie
echter terug reconstrueren door beelden op te nemen bij verschillende fo-
cus waarden [9]. De beeldgolf kan mathematisch beschreven worden als een
convolutieproduct van de uittreegolf met een puntspreidingsfunctie [10, 11].
Door deze bewerking te inverteren door middel van een deconvolutie kan
men dan terug overgaan van de beeldgolf naar de uittreegolf. Schematisch
is de reconstructie van de uittreegolf weergegeven in figuur 3.

2.3 Mathematische afleiding van de channelingtheorie
2.3.1 Channelingtheorie voor een geisoleerde atoomkolom

Men neemt aan dat de elektronenbundel loodrecht invalt op het (x,y)-vlak en
men zoekt een uitdrukking voor de uittredende golffunctie ¥(R, 3,). Hierbij
is R een vector gelegen in het (z,y)-vlak. De parameter (3, is de dikte van

de atoomkolom. Als de elektronen zich voortplanten met constante snelheid

hk
—, dan is de z-as eigenlijk equivalent aan een tijdsas. De uittreegolf is

m
dan de oplossing van de tijdsafhankelijke Schrodingervergelijking met de

tijd vervangen door ﬂ;iz . De Schrodingervergelijking is gegeven door:
hoVU(R,t)
———F——==HY(R,t 1
S (R,1) (1)
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Figuur 3: Reconstructie van uittreegolf. De fase-informatie wordt gerecon-
strueerd door beelden op te nemen bij verschillende focus waarden. Hieruit
kan de beeldgolf gereconstrueerd worden waaruit men via een deconvolutie
de uittreegolf kan bepalen.

met Hamiltoniaan:

ﬁ2

H= ——A —eU(R,1) (2)
Hierbij is A de gereduceerde constante van Planck, m de massa van een
elektron, e de elektronlading en U de potentiaal van de atoomkolom. De
potentiaalterm in de Hamiltoniaan vervangen we door de tijdsonafhankelijke
term, die gelijk gesteld wordt aan de gemiddelde elektrostatische kristalpo-
tentiaal die het elektron voelt (gemiddeld over de dikte 3, van het kristal).
De gemiddelde waarde wordt gegeven door:

B
1
U(R) = Ulay) = - [ Ulap. )2 3)
“0
Als men nu t in de Schrodingervergelijking vervangt door 2 krijgt men:
0¥ (R, 1) i
—_— A 4
55 = gy AT VTR @)

Hierbij is:
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2me
2T
k = —
. (6)

met A de elektronengolflengte. De oplossing van deze Schrodingervergelijk-
ing kan men schrijven als een lineaire combinatie van eigenfuncties ¢,, van
de Hamiltoniaan:

VR, 5) = D e (R explim 2 ) @

met
Heu(R) = Eyp,(R) 0
B = B )

De sommatie loopt over de verschillende eigenenergieén. Het symbool Ey
is de energie van de invallende elektronen. De factor exp(—iﬂ%’%) in
vergelijking 7 beschrijft de afhankelijkheid van 3, van de oplossing. Als
de eigenenergie F, kleiner is dan nul dan zijn de eigentoestanden gebon-
den aan de atoomkolommen. De coéfficiénten ¢, kan men bepalen uit de

randvoorwaarde die men verkrijgt uit vergelijking 7 voor een dikte nul:
n

Indien de invallende golf U(R,0) een vlakke golf is, wordt vergelijking 10
herschreven als:

Gerbuik makend van deze randvoorwaarde kan men vergelijking 7 herschrijven
als:

B4 = 1 D, () el in e ) — 1 (12)
De geprojecteerde elektrostatische potentiaal van een geisoleerde atoom-
kolom is weergegeven in figuur 4. Op deze figuur staan ook de eigenenergieén
van het elektron. Er is duidelijk te zien dat de potentiaal van een atoom-
kolom slechts enkele gebonden toestanden heeft. Als nu de overlap tussen
twee naburige atoomkolommen klein is, dus hun onderlinge afstand groot
genoeg, is de enige toestand die bijdraagt de meest gebonden radiaal sym-
metrische toestand. In dit geval kan de sommatie over de eigentoestanden
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Figuur 4: 2D doorsnede van de 3D potentiaal van een geisoleerde atoom-
kolom. Ook de eigentoestanden van het elektron zijn weergegeven. Men
merkt dat er slechts enkele gebonden toestanden zijn.

in vergelijking 12 vervangen worden door deze toestand. Naar analogie met
de meest gebonden toestand van atomen is dit de 1s toestand. De corre-
sponderende eigenfunctie, eigenenergie en coéfliciént voor deze 1s toestand
zijn respectievelijk ¢q,, E1s en ci5. Vergelijking 12 wordt daarom:

Els@) ~1 (13)

\I/(R, /Bz) =1+ Clsgols(R) eXp<_7;7T Ey A

exp(iz) 7e'xp(7ix)

5 kan men

Door gebruik te maken van de gelijkheid sinz =
deze vergelijking herschrijven tot:

E

U(R.B,) = 1+ 2icrapy,(R) sin(—r LLER T
Ey 2

Els k .
B 582 exp(—im

hierbij is ¢;,(R) radiaal symmetrisch en gegeven door [7]:

(g2 2
15(R) = p15(z,y) = \/21—m exp (W) (15)

Men moet hier wel vermelden dat voor grotere diktes en voor zwaardere
atomen ook andere gebonden toestanden dan de 1s toestand een belangrijke
rol beginnen te spelen.

De interagerende golf is gedefinieerd als het verschil van de uittredende
golf en de vlakke invallende golf:
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Bk

Ei k )
U(R,5,) — 1 =2ic1501,(R) sin(—m ! §ﬁz) exp(—im

Ey

Hieruit kan nu de amplitude en de fase van de interagerende golf gehaald
worden:

abs(\I'(R,ﬁz) - 1) = |2¢158in <_7TEE7‘108 Sﬁz) Wls(R)‘ (17)
Fis k
(R, 5) - 1) = 7 (55 - 3 (18)

Uit uitdrukking 18 volgt dat er een lineair verband is tussen de dikte van de
atoomkolom 3, en de fasehoek. De E;5 energie is athankelijk van de gemid-
delde massadichtheid van de atoomkolom en dus ook van de samenstelling
van de atoomkolom.

2.3.2 Channelingtheorie voor meerdere atoomkolommen

Vergelijking 16 geeft een uitdrukking voor de interagerende golffunctie van
een geisoleerde atoomkolom. Voor meerdere kolommen is de interagerende
golffunctie gegeven door een superpositie van geisoleerde atoomkolommen:

. . Els k
U(R,38,)—-1 = 22;613 sin (—7r o 252n> X (19)

P15(T = By, y — By,) exp <_m%08 ];an>
Hierbij loopt de sommatie over de verschillende atoomkolommen. Deze
vergelijking geldt wel enkel op voorwaarde dat de kolommen elkaar niet
beinvloeden en de onderlinge afstand dus groot genoeg is. Bovendien geldt
de vergelijking enkel voor atoomkolommen met dezelfde chemische samen-
stelling aangezien de energie E1; materiaalafhankelijk is.

3 Visuele structuurbepaling uit een uittreegolf

3.1 Teststructuur

Als voorbeeldmateriaal voor een simulatie is gekozen voor een wigvormige
structuur omdat hier verscheidene atoomkolommen zijn met een verschil-
lende dikte. In de y-richting komt er voor iedere kolom een extra atoom
bij in de z-richting. De kolommen in de x-richting hebben éénzelfde aan-
tal atomen. Figuur 5 toont zulk een structuur gezien langs de x-richting.
Men maakt in dit onderzoek gebruik van een wigvormige structuur met
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goudatomen en met siliciumatomen. Voor de goudatomen bedraagt de in-
teratomaire afstand in de x- en de y-richting 2.04A. De afstand tussen twee
atomen in dezelfde kolom bedraagt 4.08A. Voor de siliciumatomen bedraagt
de afstand tussen de projecties van twee kolommen 1.92A. De afstand tussen
atomen binnen één atoomkolom bedraagt 5.43A.

Figuur 5: Constructie van de wigvormige structuur met goudatomen.

3.2 Visuele bepaling van posities uit simulatie van uittreegolf

Men simuleert nu een golf die invalt langs de z-richting door gebruik te maken
van vergelijking 19. Deze gesimuleerde interagerende golf voor goudatomen
is weergegeven in figuur 6. De interagerende golffunctie is gepiekt op de
posities van de atoomkolommen en verandert periodisch in de richting van
toenemende dikte. Voor de simulatie heeft men gebruik gemaakt van de
parameters zoals weergegeven in tabel 1. Hierbij zijn Ax, Ay en Az de
afstanden tussen twee opeenvolgende atomen en dz en dy de afstand tussen
twee pixelwaarden in een simulatie.
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parameter goud silicium
Eik —10705% ~1021. 8%

Eo 300keV 300keV
a 0.13A 0.34A
AX 2.04A 1.92A
Ay 2. 04A 1.92A
Az 4.08A 5.43A
5X 0.1A 0.1A
Sy 0.1A 0.1A

Tabel 1: Parameters voor zowel goud- als siliciumwedge.

Doordat de uittreegolf gepiekt is op de posities van de atoomkolommen
kan men visueel deze posities bepalen. Een nadeel van deze visuele bepaling
is echter dat dit enkel subjectieve, benaderende waarden oplevert voor de
posities.

3.3 Visuele bepaling van dikte van atoomkolom uit Argand
plot

Een Argand plot verkrijgt men door op de ene as het reéle deel van de
interagerende golf te plotten en op de andere as het imaginaire deel. In
poolcosrdinaten kan men dus de Argand plot beschrijven door een straal p
en een hoek 6 gegeven door:

_ Im(\II(Rv 5,2) - 1)
0 = Bown (Femres) 1) @)

Voor de berekening van de Argand plot van de interagerende golffunctie
vertrekt men van uitdrukking 19 voor de interagerende golf:

10
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a) Reéle deel b) Imaginaire deel

d) Fase

Figuur 6: a) Het reéle deel van de interagerende golffunctie voor een
wigvormige goudstructuur. b) Het imaginaire deel van de interagerende
golffunctie. ¢) De amplitude van de interagerende golffunctie. d) De fase
van de interagerende golffunctie.

UYR,8,)—-1 = Qi;qs sin (—Fl;—losgﬁzn) X (22)
Fis k
9013('%' - erﬂ Yy—= ﬁyn) €xp (_iﬂ- Elo §an)
met
s = 2V2ma (23)
1 — 8, 24 (y— 2
Sols(x - /ana Yy — /Byn) = ora €xp <_ (w IB n) 4a2(y /By") ) (24)

Deze interagerende golffunctie kan men herschrijven tot:

11
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Eis r— B, )2+ (y— 2
_2iclszsin <72TE10k62") 2 exp (_( Be,) 4@2(9 Bya) ) y

exp (‘igbgos ’“BZn> (25)
_ 2 _ 2

i, 3 s <7rE15 kﬁzn) eXp( (x = Ba,) 4:2@ By) ) .

[cos <72TE£05 k52n> — gsin <2 E;Os kf. )] (26)

. T Fys T Eis ..o (T E
—4@015; [sm <2 o kB, )cos <2E0k52"> — ¢sin <2 o kﬁ%>] X

exp (_ (z - B,,)? +2(y - 5%,)2) (27)
1s k)ﬁ
Y-
2

4a
.. 7 By .o (T Es
—4cyg Zn: {z sin (2 o > cos <2 o kﬁzﬂ> + sin <2 o kﬁ%)] X
)
4a

Tk
ex (_(a: — B2, + (v = B,,) ) (28)

Het reéle en het imaginaire deel van deze interagerende golf kunnen nu
eenvoudig afgeleid worden uit vergelijking 28:

Re(\II(R7 ﬁz) -

m(\IJ(R) 5,2) -

1) =

—4ClsZSlH (ﬂElS zﬂ) X
_ 2 _ 2
e (_u 92, = By.) ) 29)

E E
—4deig Zsm <7T g > cos <72T Elgs kﬁzn> X

(= B,) + (y — 6%)2) (30)

exp (- 40,2

Door hiervan gebruik te maken kan men via vergelijkingen 20 en 21 een
uitdrukking vinden voor de fase 6 en de amplitude p van de interagerende
golffunctie. Wanneer de verschillende atoomkolommen ver genoeg uit elkaar
liggen, kan men benaderen dat de exponent steeds nul wordt voor naburige

atoomkolommen.

12
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~ 7TE18
0, = Bgtan <cot (2 o kzﬁzn>) (31)
T 7w FEis
= 5 §F0k5zn (32)

T — 24 (y— 2
pn = ‘zﬂ:mm <g?ok,6n> exp (—( an)w(y Sun) ) (33)
Als men formule 32 bekijkt, merkt men dat de hoek 6, onafhankelijk is
van de posities (ﬁmn,ﬁyn) van de atoomkolommen en enkel afhangt van
de dikte 3, van de atoomkolommen. Wanneer men pixels beschouwt die
overeenkomen met de kolomposities geldt dat x = 8, eny = 3, . Vergelijk-
ing 33 kan dan vereenvoudigd worden:

_ 2 _ 2
> 4sin (g%}w» exp (— = F) 4:2(‘7] Pu) )‘ (34)

Eqs
4sin <72T Elo k,@n)‘ (35)

Op de posities van de pixels die overeenkomen met de kolomposities zijn de
waarden voor p,, en 6, gelijk aan:

Pn =

o 7 By
b = 55 K (36)
Eys
pn ~ |4sin (g Elo kﬁ)' (37)

Door substitutie van de eerste vergelijking in de tweede verkrijgt men:

Fis. /m 2
4si 2 6,) ——
sin <7T2E0k<2 0 ) W%Osk>‘ (38)

wat vereenvoudigd wordt tot:

P R

Pn ‘48111(%—9”)
~ |4cos(0)] (40)

Dit is de vergelijking van een cirkel met diameter gelijk aan 4.

Voor de simulatie van de Argand plot maakt men gebruik van dezelfde
wigvormige structuur bestaande uit goud en sillicium atomen als beschreven
in sectie 3.1. De Argand plot van de interagerende golffunctie voor de

13
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wigvormige goudstructuur is weergegeven in figuur 7. Figuur 7a toont
een Argand plot waar men enkel waarnemingen beschouwt op de pixels
die overeenkomen met de positie van een atoomkolom. Figuur 7b is op
analoge wijze verkregen, maar met normale ruis verondersteld met een stan-
daardafwijking van 0.1. Figuur 7d is een experimentele meting waar uit-
eraard ook ruis aanwezig is. Figuur 7c toont een Argand plot waar alle
pixelwaarden zijn meegerekend, ook deze die niet exact overeenkomen met
de positie van een atoomkolom. Men merkt op deze figuren duidelijk het
lineire verband tussen de hoek met de horizontale as en de dikte van de
atoomkolom. Per extra atoom in de z-richting krijgt men namelijk een con-
stante toename van de hoek met de horizontale as. Voor de wigvormige
structuur met siliciumatomen is de Argand plot gegeven in figuur 8. Figuur
8a toont de Argandplot waar enkel waarnemingen zijn beschouwd op pix-
els die overeenkomen met de positie van een atoomkolom. Figuur 8b toont
dezelfde figuur, maar met normaal verdeelde ruis toegevoegd met een stan-
daardafwijking van 0.1.

De Argand plot in figuur 7a kan men eenvoudig verklaren met behulp
van vergelijking 40. Deze vergelijking stelt immers een cirkel voor met dia-
meter 4 wat overeenkomt met de gesimuleerde Argand plot. Aangezien het
aantal atomen enkel discrete waarden kan aannemen, is dit ook het geval
voor de dikte 3, van de atoomkolommen. Dit heeft volgens vergelijking 36
tot gevolg dat ook 6,, enkel discrete waarden kan aannemen. Men zal nu
bepalen wat het aantal atomen is binnen de eerste oscillatieperiode van p,,.
Dit is immers ook het evenredigheidsaantal waarmee men het aantal atomen
zonder verdere voorkennis kan schatten. p,, is periodisch als functie van 6,
met als periode het interval [7’ 3”] . Hiervoor geldt:

2072
T w Fis k 3T
T i o 1
5 <73 7T1570252"<2 (41)

Voor de goudatomen geldt dat W%Osk gelijk is aan —0.1121% waardoor de

vorige voorwaarde wordt herschreven tot:

0< B, <56.054 (42)

De afstand tussen twee opeenvolgende goudatomen in een atoomkolom be-

draagt 4.08A. Het aantal atomen n in een atoomkolom met dikte B, is

By

I Hierdoor wordt het aantal atomen dat men kan

dus gegeven door n =
schatten gegeven door:

0<n<13.7 (43)

Als men dus geen voorkennis heeft van de dikte van de atoomkolommen,
kan de dikte door toepassing van de Argand plot geschat worden met een
evenredigheidsconstante van 14 atomen. Als men op een Argand plot dus
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Figuur 7: Argand plot van de interagerende golffunctie ¥(R, z) — 1 voor een
wigvormige structuur met goudatomen. a) Simulatie zonder toegevoegde
ruis. De pixelwaarden zijn genomen op de atoomkolommen. b) Simulatie
met normaal verdeelde ruis met een standaardafwijking van 0.1 op het reéle
en het imaginaire deel van de golffunctie. De pixelwaarden zijn genomen op
de atoomkolommen. c¢) Argand plot zonder ruis met pixelwaarden gekozen
om de 0.1A. d) Experimentele meting overgenomen uit [2].

afleest dat een kolom n atomen bevat, zou dit ook n+1[ x 14 atomen kunnen
zijn met [ € N. Op de Argand plot merkt men dat er per extra atoom
een hoek van ongeveer 0.5rad bijkomt wat overeen komt met de berekende
waarde. Voor lichtere atomen zoals bijvoorbeeld silicium is 77%05 k gelijk aan
—0.0107 % en is de afstand tussen twee atomen in een atoomkolom gelijk aan

5.43A. Hierdoor krijgt men per extra siliciumatoom slechts een bijkomstige
hoek van 0.05rad. Dit hoekverschil wordt in een Argand plot veel te klein
om een goede aflezing mogelijk te maken. FEen tweede beperking van de
Argand plot is dat de posities van de atoomkolommen exact gekend moeten
zijn. Het is dus niet mogelijk om gelijktijdig de posities en de dikte van de
kolom te bepalen door enkel gebruik te maken van de Argand plot.

In afwezigheid van ruis biedt de Argand plot een goede mogelijkheid om
de dikte van de atoomkolommen visueel te bepalen [12]. Echte experimentele
gegevens zijn echter nooit ruisvrij en hierdoor kan men de dikte niet meer
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Im(y-1)

-3 2 -1 0 4 -3

-2 -1 0
Re(y-1) Re(y-1)
Figuur 8: Argand plot van de interagerende golffunctie voor de wigvormige
stuctuur met siliciumatomen. De pixelwaarden die men plot komen overeen
met de posities van de atoomkolommen. Op de tweede figuur is normaal
verdeelde ruis toegevoegd met een standaardafwijking van 0.1 op zowel het
reéle als het imaginaire deel van de golffunctie.

nauwkeurig bepalen. Het effect van ruis is duidelijk te zien op figuren 7 b
en 8 b. Hierop is duidelijk te merken dat het voor een Argand plot met ruis
moeilijk wordt om de dikte precies af te lezen.

3.4 Conclusie

In de voorgaande secties werden de mogelijkheden bestudeerd om zowel
de positie van de atoomkolommen als de dikte van de atoomkolommen te
bepalen op een visuele manier. Hiervoor is voor de posities gebruik gemaakt
van een simulatie van de uittreegolf. Deze is gepiekt op de posities van
de atoomkolommen. De dikte van de atoomkolommen kan bepaald worden
door gebruik te maken van een Argand plot. Deze visuele bepalingen hebben
echter beperkingen wanneer er ruis aanwezig is. Om toch nauwkeurig de
posities en de dikte van de atoomkolom te bepalen, moet gebruik gemaakt
worden van een andere methode die rekening houdt met de ruis in de waarne-
mingen. Zulk een methode wordt gegeven door statistische parameterschat-
tingstheorie.

4 Statistische parameterschattingstheorie

Statistische parameterschattingstheorie is een theorie die gebruikt wordt
om onbekende parameters te bepalen uit de waarnemingen. Er wordt een
model verondersteld dat afhangt van de te schatten parameters en dat de
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verwachtingswaarden van de waarnemingen beschrijft. De meeste exper-
imentele waarnemingen bevatten echter ruis die fluctuaties in de waarne-
mingen veroorzaakt. Hierdoor zullen waarnemingen nooit exact het model
volgen, maar fluctueren rondom het model. Een manier om deze fluctuaties
te beschrijven is door statistiek te gebruiken. Dit houdt dan in dat men
de waarnemingen zal behandelen als stochatische veranderlijken. De fun-
ctie van de waarnemingen die men gebruikt om de parameters te bepalen,
noemt men een schatter. Een voorbeeld van zo een schatter is de kleinste
kwadraten schatter. Aangezien de waarnemingen stochastische variabelen
zijn, is dit ook het geval voor de schatter. Dit heeft tot gevolg dat de schat-
ter een verwachtingswaarde en een standaardafwijking heeft. De grootte van
deze standaardafwijking geeft een maat voor de precisie van de schatter. Het
verschil tussen de verwachtingswaarde van de schatter en de echte waarde
van de parameter wordt de systematische fout genoemd. De grootte van
deze systematische fout is een maat voor de nauwkeurigheid van de schat-
ter. Als er ruis aanwezig is, zal er steeds een minimale variantie bestaan
op de verwachtingswaarde van de schatter. De kleinst haalbare variantie is
onafhankelijk van de gebruikte schatter en wordt de Cramér-Rao ondergrens
genoemd [13]. De schatter die men in deze thesis gebruikt is de Maximum
Likelihood schatter [14]. Deze heeft als eigenschap dat de variantie van de
schatter de Cramér-Rao ondergrens bereikt als het aantal waarnemingen
groot genoeg is.

Als model maakt men in deze thesis gebruik van formule 19 die een
uitdrukking geeft voor de uittreegolf. Voor de waarnemingen maakt men
gebruik van simulaties van de uittreegolf en wordt er normaal verdeelde ruis
verondersteld.

4.1 Parametrisch statistisch model van de waarnemingen

Door ruis zal de waarneming steeds fluctueren rondom zijn verwachtingswaar-
den. De stochastische veranderlijke w is gekarakteriseerd door zijn waars-
chijnlijkheidsdichtheidsfunctie (probability density function) p,, (w) met w =
(w1,w2,...,wy). Voor N onafhankelijke waarnemingen is deze gegeven door
het product van de marginale verdelingsdichtheidsfuncties p,,,, .

N
puw (W) = H Puw,, (Wn) (44)
n=1

De verwachtingswaarden van de waarnemingen zijn gegeven door

poy = (B [w1] , E [wo], .., E[wn])" (45)

Waarbij F [wy,] staat voor de verwachtingswaarde van de stochatische vari-
abele w,. De covariantie matrix is gegeven door:
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S =B (- ) (w - )" (46)

De verwachtingswaarde van de waarneming w, zal gegeven zijn door het

model f, ().

Efwn] = fn (0) (47)

Hierbij zijn 6 = (01,02, ...,0,)T de onbekende parameters.

4.2 Cramér-Rao ondergrens

Een schatter is een functie van de waarnemingen die gebruikt wordt om de
parameters te meten. Een veel gebruikte schatter is de kleinste kwadraten
schatter. Als 6 een schatter is van 0, wordt deze gekarakteriseerd door de
nauwkeurigheid en de precisie. Een maat voor de nauwkeurigheid is gegeven
door de systematische fout die gedefinieerd is als:

EM—G (48)

Een maat voor de precisie wordt gegeven door de standaardafwijking op de

- Joar (9) =2 [0 5 [3))] (1)

Er zijn twee mogelijke oorzaken voor de systematische fout. De syste-
matische fout kan veroorzaakt worden door een verkeerde schattingsmethode
of door gebruik te maken van een verkeerd model. Het is dus zeer belangrijk
dat vooraf de juistheid van een bepaald model wordt gecontroleerd. Verschil-
lende schatters hebben een verschillende variantie. Voor zuivere schatters
waarvoor er geen systematische fout is, is de ondergrens op de variantie
van de schattingen gegeven door de Cramér-Rao ondergrens (CRLB). Deze
ondergrens is onafhankelijk van de gebruikte schattingsmethode en wordt
gedefinieerd als de inverse van zogenaamde Fisher informatiematrix F":

CRLB =F~! (50)
Met F' de Fisher informatie matrix gedefinieerd als:
02 Inpy, (w1, wa, ..., wy; 0)

9006"

Vervolgens kan men aantonen dat de covariantiematrix van een zuivere
schatter 6 van 6 voldoet aan:

F=-E

(51)

Cov(0) > F~! (52)
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Dit betekent dat het verschil van de CRLB matrix en de covariantiematrix
positief semi-definiet is. Een eigenschap van positief semi-definiete matrices
is dat hun diagonaalelementen steeds positief zijn. Dit betekent dat de
varianties van de schatter steeds groter zijn dan de diagonaalelementen van
de CRLB-matrix. De berekening van deze CRLB waarde geeft dus een
ondergrens op de te bereiken variantie.

4.3 Maximum Likelihood schatter

De schatter die men gebruikt in deze thesis is de Maximum Likelihood schat-
ter. De afleiding van de Maximum Likelihood schatter bestaat uit drie stap-
pen:

1. De waarnemingen w = (w1, ws, ...,wn)T zijn onafhankelijke variabelen
in de waarschijnlijkheidsdichtheidsfunctie. Men substitueert de vari-
abelen door de waarnemingen w = (w1, wa, ..., wn)T.

2. De elementen § = (01,03, ...,0r)T die beschouwd worden als de echte
waarden van de parameters, worden beschouwd als variabelen. Om dit
uit te drukken worden ze vervangen door t = (t1,1s,...,t5)". Het log-
aritme van de resulterende functie In(P(w;t) wordt de log-likelihood
functie genoemd van de variabelen t.

3. De Maximum Likelihood schatter § van de parameters 0 is gedefinieerd
als de elementen van ¢ die In(P(w;t) maximaliseren:

Oarr = arg(max(In(L(P(w;t))))) (53)

De belangrijkste eigenschappen van de Maximum Likelihood schatter zijn
hieronder kort samengevat:

e Consistent: Een schatter is consistent als de waarschijnlijkheid dat
een schatting meer afwijkt dan een bepaald getal van de gemiddelde
waarde arbitrair klein gemaakt kan worden door het aantal waarne-
mingen op te drijven.

e Asymptotisch normaal verdeeld: Als het aantal waarnemingen
toeneemt, zal de waarschijnlijkheidsdichtheidsfunctie meer lijken op
een normale verdeling.

e Asymptotisch efficiént: De asymptotische covariantiematrix van de
Maximum Likelihood schatter is gelijk aan de CRLB.
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5 Kwantitatieve structuurbepaling uit een elek-
tronen uittreegolf: Numerieke resultaten

De theorie uit de voorgaande secties zal nu toegepast worden om te bepalen
hoe precies de dikte en posities van atoomkolommen bepaald kunnen worden
uit complexe uittreegolven. Men berekent via het programma Matlab eerst
de CRLB, die een ondergrens geeft op de variantie. Daarna kijkt men ook
naar hoe de ondergrens verandert als functie van een aantal parameters zoals
de onderlinge afstand tussen de atoomkolommen, de hoeveelheid ruis en de
dikte van de atoomkolommen. Tot slot worden uit gesimuleerde waarnemin-
gen parameters geschat gebruik makend van de Maximum Likelihood schat-
ter. Alle berekeningen en simulaties in de volgende secties zijn gebaseerd
op de wigvormige structuur met goud of silicium atomen zoals besproken
in sectie 3.1. Tenzij anders vermeld wordt in het vervolg van het hoofdstuk
steeds verondersteld dat de ruis op de waarnemingen een standaardafwijking
heeft van 0.4 op zowel het reéle als het imaginaire deel. De afstand tussen
twee pixelwaarden in het (x,y)-vlak van een simulatie bedraagt 0.14 tenzij
anders vermeld. Een uittreegolf van een wigvormige goudstructuur met nor-
maal verdeelde ruis met standaardafwijking 0.4 is weergegeven in figuren 9c
en d. De uittreegolf zonder ruis is weergegeven in figuur 9a en b.

5.1 Cramér-Rao ondergrens
5.1.1 Cramér-Rao ondergrens voor dikte van atoomkolom

Door gebruik te maken van de channelingtheorie heeft men een model waaraan
de verwachtingswaarden van de waarnemingen van een uittreegolf zouden
moeten voldoen. Het model van het reéle en het imaginaire deel van de golf-
functie is gegeven door vergelijkingen 29 en 30. Deze kan men via vergelijk-
ing 23 en 24 herschrijven als:

Re (¥(R,3,)—1) = —2clsZn:sin2 G?jéﬂ%)x (54)

Sols(x - ﬁznvy - ﬁyn)

= fB.) (55)

Im (¥(R,3,)—1) = —clSZsin G%(]Skﬁ%) X (56)
9015($ - an’y - Byn)

= fn(B.) (57)

De index m is hier gerelateerd aan een plaats in het (x,y)-vlak van de
simulatie. Er wordt aangenomen dat zowel de ruis op het reéle deel als op
het imaginaire deel normaal verdeeld is rond 0 met standaardafwijkingen o g
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Figuur 9: a) Reéle deel van uittreegolf zonder ruis. b) Imaginaire deel van
uittreegolf zonder ruis. c) Reéle deel van uittreegolf met standaardafwijking
van de ruis gelijk aan 0.4. d) Imaginaire deel van uittreegolf met stan-
daardafwijking van de ruis gelijk aan 0.4.

en oy. Men veronderstelt in deze sectie dat de enige onbekende parameters
in het model gegeven is door de dikte 3, van de atoomkolommen. Hierdoor
wordt de gezamenlijke verdelingsdichtheidsfunctie geschreven als:

N
Pl 8 = [ e exp {_(wﬁ—fﬁwzn))Z}x (58)

oo V2moR 20%,
U k- 1)
V2mog 202

N (wR _ fR 2
In (P(w® 0!, 5.)) = —Nln(\/%aR)—Z( . JZ’%;BZ")) (59)
m=1
N ol — 9
_mn(ma[)_z< m anzwzn»
m=1 UI
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Hierdoor wordt het (s,k)¢ element van de Fisher informatiematrix die gegeven
wordt door vergelijking 51 gelijk aan:

N

_ 1 OfE(B.,) 055 (8.,) 1 R R O rEB.,)
Fs,k - —E[ - g Zl aBZS aﬁZk + g mZZI ('UJm - fm(szn)) 8ﬁzsaﬁzk
N I N 2 ¢l

afm( zn) Ofm(By,) 0% £ (B2,)
_U% Z o8, +JL2 Z (wrln_frln(/an)) 98,08, ]
I'm=1 k I m=1 s %k

(60)
Aangezien E[wh] = fR(3, ) en E[w!] = f1 (8., ) zijn de verwachtingswaar-
den voor de tweede en de laatste term nul. De uitdrukking voor de elementen
van de Fisher informatiematrix wordt daarom herschreven als:

1 afm Zn afm Zn afm /an afm(ﬁz )
- R 5Zk U% Z 05, o5, (61)
De afgeleiden volgen uit vergelijkingen 54 en 56 en zijn gegeven door:
9B, 9B.,
. . Els k Els k
= —2c142sin <7r o 2,3Zn> cos <7r o 2,6Zn> X (63)
Els k
E 23013( /Ba:nvy_/Byn)
Fis Fis
= —cyg8in <7TE110k/3zn> . ktpls( B:cnv Yy — ﬁyn) (64)

08, 0B,
E, Ey,
— ¢y, 08 (TFElokﬂzn> L kprs(@ — By, y — By,) (66)

Dit invullen in vergelijking 61 geeft als waarde voor de elementen van de
Fisher informatiematrix:
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N
1 i E
Fop = % E [clssm <7TES

m=1

) Elsksols( Bmyy_ﬁys)] X

. Ey Ey
C1s Sin ( EOS > Sk@ls( 6%79_5%)]

N
1 E
+02 g . [01 CcOos <7r Els

I

Eys
> . ]43(,015( _Bxsay_ﬂys):| X

c1s COS( Eo > Elsk%s( Bxk?y_ﬂyk):| (67)

Als men slechts de dikte van één kolom als onbekende parameter beschouwt,
kan dit nog vereenvoudigd worden tot:

Els E s
coS (Wﬂ)kﬁz) coS <7r z >

Deze vergelijking geeft een uidrukking voor de elementen van de Fisher in-
formatiematrix. De Cramér-Rao ondergrens op de variantie van zuivere
schatters van de dikte wordt gegeven door de inverse van deze matrix.

5.1.2 Cramér-Rao ondergrens in functie van experimentele en
structurele parameters

Verband tussen Cramér-Rao ondergrens en dikte van de atoom-
kolom

In het geval wanneer slechts de dikte van één atoomkolom geschat wordt,
is de ondergrens van de variantie gegeven door de inverse van vergelijk-
ing 68. Men merkt dat deze ondergrens een constante wordt als functie
van de dikte 3, als de variantie op het reéle en het imaginaire deel van de
ruis gelijk is. Als numeriek deze ondergrens berekend wordt, vindt men als
waarde voor de ondergrens 0.3119A42. Dit komt overeen met een minimale
standaardafwijking van 0.5585A.

Als de ruis echter niet gelijk is, zal de ondergrens periodisch variéren.

Dit resultaat is weergegeven in figuur 10. De periode van het verband is
gelijk aan de extinctie afstand.
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Figuur 10: Verband tussen ondergrens en de dikte van de te schatten atoom-
kolom. a) Zowel reéel deel als imaginair deel van de simulatie heeft ruis met
standaardafwijking 0.4. b) Reéel deel heeft ruis met standaardafwijking 0.1
en imaginair deel heeft ruis met standaardafwijking gelijk aan 0.9.

Verband tussen Cramér-Rao ondergrens en standaardafwijking
van de ruis

De ruis op een waarneming wordt normaal verdeeld verondersteld. De
standaardafwijking van de ruis op het reéle deel en op het imaginaire deel
hoeft echter niet even groot te zijn. In deze sectie wordt onderzocht hoe
de ondergrens afhangt van de standaardafwijking van de ruis van zowel het
reéle als het imaginaire deel. Men verwacht dat als de standaardafwijking
van de ruis toeneemt, de ondergrens op de variantie ook zal stijgen. Als je
waarneming slechter wordt, zal je schatting namelijk ook slechter worden.
Het verband tussen de ondergrens op de standaardafwijking van zuivere
schatters van de dikte en de standaardafwijking van de ruis is voor een
wigvomige goudstructuur grafisch weergegeven in figuur 11.

Om nu na te gaan wanneer er geen betrouwbare schatting meer mo-
gelijk is, wordt er gekeken wanneer het 95% betrouwbaarheidsinterval van
de schatting van de dikte 8, van een atoomkolom met n atomen overlapt
met dat van een atoomkolom met n — 1 of n 4+ 1 atomen. Als dit het geval
is, kun je immers niet meer met zekerheid het aantal atomen in een kolom
bepalen. Gebaseerd op de eigenschap dat de Maximum Likelihood schatter
asymptotisch normaal vereeld is met gemiddelde en covariantiematrix gelijk
aan respectievelijk de echte waarde van de parameter en de Cramér-Rao
ondergrens, wordt het te verwachten 95% betrouwbaarheidsinterval gegeven

door [15]
[5n —A_0os \[(F) 71 By + Ay _oos (F)_l} (69)
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Hierbij is 4/ (F )71 gelijk aan de wortel van de Cramér-Rao ondergrens.
Aj_o.0s is het (1 — %) quantiel van de standaard normale verdeling wat
2

gelijk is aan 1.96. Als twee betrouwbaarheidsintervallen van schattingen van
de dikte niet mogen overlappen, moet gelden:

B, 1+1.96\/(F)' < B, —1.96\/(F)"! (70)
Bn+1.96\/(F)™" < By —1.964/(F)7! (71)

Waarbij verondersteld wordt dat 4/ (F )_1 bij benadering gelijk is voor de
atoomkolommen met n — 1, n en n 4+ 1 atomen. Deze voorwaarden kunnen
omgeschreven worden tot:

-1 < ﬁn _ /Bn—l - Bn—i—l B Bn

F = 2
(F)" < 2 x 1.96 2 x 1.96 (72)

Hierbij stelt 3, — 3,1 en 8,, .1 — 3,, de afstand d voor tussen atomen in een
atoomkolom:

1 d
(F)" < 2 x 1.96
Aangezien de Cramér-Rao ondergrens afhangt van de standaardafwijking
van de ruis wordt in figuur 12 weergegeven voor welke combinaties van stan-
daardafwijkingen op het reéle en op het imaginaire deel aan deze gelijkheid
wordt voldaan voor een wigvormige goudstructuur. Hierbij merkt men dat
de reéle ruis en de imaginaire ruis niet volledig symmetrisch is.

(73)

Verband tussen Cramér-Rao ondergrens en afstand tussen twee
atoomkolommen

Net als de dikte van een atoomkolom, zal ook de onderlinge afstand tussen
twee atoomkolommen een invloed hebben op de te behalen ondergrens.
Het is te verwachten dat als de afstand tussen twee naburige atoomkolom-
men afneemt, het steeds moeilijker wordt om de dikte van de kolommen
te schatten. Het verband tussen de ondergrens en de minimale variantie is
weergegeven in figuur 13. Ook hier zal nagegaan worden wanneer de on-
dergrens op de standaardafwijking gelijk wordt aan de waarde waarbij twee
verschillende 95% betrouwbaarheidsintervallen beginnen te overlappen. Als
dit het geval is, kan er namelijk geen goede schatting meer gedaan worden
van het aantal atomen in een bepaalde kolom. Als men voor zowel de ruis op
het reéle als op het imaginaire deel een standaardafwijking veronderstelt van
0.4, zal dit voor de wigvormige goudstructuur het geval zijn als de afstand
tussen de atoomkolommen kleiner wordt dan 0.0090A. Hierbij moet wel
vermeld worden dat de posities van de atoomkolommen als gekend wordt
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Figuur 11: Verband tussen de ondergrens op de standaardafwijking van de
dikte en de standaardafwijking van de ruis op het reéle en het imaginaire
deel van de waarnemingen.

verondersteld. Voor de structuur met siliciumatomen merkt men echter dat
er nooit aan de voorwaarde voldaan is. Voor de wigvormige structuur met
siliciumatomen zal men voor de veronderstelde hoeveelheid ruis dus nooit
een schatting kunnen doen die precies genoeg is om exact het aantal atomen
in de kolom te bepalen. Het feit dat je moeilijker de dikte kan schatten voor
een wigvormige structuur met sillicium atomen, volgde ook duidelijk uit de
visuele interpretatie. Op de Argand plot wordt het hoekverschil tussen twee
verschillende diktes zeer klein.

5.1.3 Cramér-Rao ondergrens voor zowel dikte als positie

Als men meerdere parameters gaat schatten, zal de ondergrens op de vari-
antie stijgen tenzij de te schatten parameters ongecorreleerd zijn. De drie
parameters die men nu zal schatten zijn de dikte 3, en de positie (Bw, By)
van een bepaalde atoomkolom. Aangezien hier drie parameters zijn om te
schatten, zal de CRLB een (3 x 3)- matrix zijn. De diagonaalelementen van
deze matrix geven dan de minimale variantie op de te schatten parameters.
De CRLB matrix wordt berekend als de inverse van de Fisher informatiema-
trix waarvan het (s, k)¢ element gegeven is door:

0% In (P(wf,w!; 3.,
8'Bsaﬁk
Hierbij is 8, de dikte van de atoomkolom en 3, en 3, de posities van de
atoomkolom in het (z,y) vlak. Voor de verdere berekening van de Fisher
informatiematrix heeft men de partiéle afgeleiden nodig van zowel het reéle
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Figuur 12: De grootte van de standaardafwijkng van de ruis op het reéle
deel en op het imaginaire deel waarvoor aan vergelijking 73 voldaan wordt.

als het imaginaire deel naar 3,8, en 3,. Deze zijn gegeven door:

fmeé;’;” - —Clssin<7rEEs > Elskwls( —Buy =B, (75)
8= ereon (555 ) o E“ksols< v By B,) (76)
PRAZ=D ot (n ek, ) ﬂm — By — ByITT)
mm(éz_l) _ wm( >( @l e By B,) (78)
e E. b5.) U e - sy i
WD) @;wz) Voo =) (0

Als men de CRLB matrix, gegeven door de inverse van de Fisher infor-
matiematrix, met betrekking tot de parameters 3., 8, en [, numeriek
berekent in Matlab, bekomt men de volgende waarde.

0.3119.A2 0 0
CRLB = 0 0.0004 A2 0
0 0 0.0004 A2

Hierbij is weer normaal verdeelde ruis verondersteld met een standaardafwijk-
ing van 0.4 op zowel het reéle als het imaginaire deel. De afstand tussen
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Figuur 13: Verband tussen ondergrens en de afstand tussen twee
atoomkolommen voor wigvormige structuur met goudatomen (a) en een sili-
ciumatomen (b). De horizontale lijn is de waarde waarvoor er voldaan is
aan vergelijking 73.

twee pixelwaarden bedraagt 0.1A. Men kan hieruit besluiten dat de mini-
male ondergrens op de variantie van de dikte gegeven is door 0.31A42. De
ondergrens op de variantie van zowel de schatting van de x- als y-positie is
gegeven door 0.0004A2. Deze waarden komen overeen met een ondergrens op
de standaardafwijking van 0.56A en 0.024. Men merkt dat de ondergrens op
de variantie van de dikte overeenkomt met de ondergrens die berekend werd
in sectie 5.1.2. Hier bepaalde men enkel de ondergrens op de variantie van
de dikte en veronderstelde men de posities van de atoomkolommen gekend.
De reden waarom de ondergrens gelijk is, is doordat er in dit voorbeeld geen
correlatie bestaat tussen de schattingen van de dikte en de posities van de
atoomkolommen. Dit is te zien doordat de niet-diagonaalelementen van de
CRLB matrix gelijk zijn aan 0. Als er wel correlatie bestaat tussen verschil-
lende parameters, zal de ondergrens op de variantie stijgen als er meerdere
parameters geschat moeten worden. Dit effect wordt ’'inflow’ genoemd [3].

5.2 Maximum Likelihood schatter

Nu men de ondergrens heeft bepaald op de te halen variantie, zal in de
volgende secties nagegaan worden of deze ondergrens ook werkelijk gehaald
wordt. Om dit te doen wordt gebruik gemaakt van simulaties van de uit-
treegolf en de Maximum Likelihood schatter. Men zal eerst enkel de dikte
van de atoomkolom proberen te schatten en de posities als gekend veronder-
stellen. Daarna worden ook deze posities geschat samen met de dikte van
de atoomkolom. Voor de simulaties wordt hier steeds gebruik gemaakt van
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een wigvormige structuur met goudatomen.

5.2.1 Schatten van dikte van atoomkolom door Maximum Like-
lihood schatter

Er wordt aangenomen dat zowel de ruis op het reéle deel als op het imaginaire
deel normaal verdeeld is rond 0 met standaardafwijkingen or en o;. Men
veronderstelt hier dat de dikte van de atoomkolommen de enige onbekende
parameter is. Het logaritme van de gezamenlijke verdelingsdichtheidsfunctie
is gegeven door vergelijking 59. De Maximum Likelihood schatter B 2y, VOOT
de dikte (3, is gegeven door formule 53:

B, = aglmax(n(LPw® w!,b.))) (81)
= wpe = f(b2))? = wy, = fn(b2))?
- [I%?X (_ W; 2;3( i m;( 20%( ) )%2)
NwR_sz2 Nwﬂl—#bsz
= arg [n%in (Z( o 220%( ) +Z( 2;( ) )] (83)
m=1 m=1

Men merkt dat de Maximum Likelihood schatter hier gegeven is door een
gewogen kleinste kwadratenschatting met als gewichtsfactoren de inverse
van de varianties van de ruis. Door gebruik te maken van deze Maximum
Likelihood schatter kan de dikte geschat worden van een ongekende atoom-
kolom. De atoomkolom die men schat heeft als werkelijke dikte 8.16A. De
posities van de atoomkolommen worden hier als gekend verondersteld. Men
maakt gebruik van 100 simulaties van de uittreegolf waaruit men telkens de
dikte probeert te schatten. Dit geeft een verdeling van de dikte waaruit men
een gemiddelde en een standaardafwijking kan bepalen. Voor deze waarden
kan dan ook een 95% betrouwbaarheidsinterval worden opgesteld [15]. Deze
gemiddelde waarde van de verdeling bedraagt 8.06A en de standaardafwijk-
ing bedraagt 0.54A. De schatting van de dikte is ook weergegeven in de
vorm van een histogram in figuur 14.Voor de gemiddelde waarde is het 95%
betrouwbaarheidsinterval gegeven door:

{Z—tl_o.%(N— D2 Z4 4, 00 (N —1)-2 ] (84)
2 2

VN VN

Voor de variantie is het 95% betrouwbaarheidsinterval gegeven door :

[ (N-Ds?  (N-1Ds? (85)

o (N —1) Poge(N =)

Hierbij is N het aantal schattingen, z de gemiddelde waarde van de schat-
tingen en s, de standaardafwijking op de schattingen. De betekenis van deze
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Schatting van dikte van atoomkolom

30

aantal counts

6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10
geschatte dikte van atoomkolom (A)

Figuur 14: Histogram van schatting van de dikte van een atoomkolom uit
100 waarnemingen. Aan het histogram is een normale verdeling gefit.

95% betrouwbaarheidsintervallen is dat er een kans is van 95 procent dat
de werkelijke waarde in dit interval zal liggen. Het 95% betrouwbaarheids-
interval van de gemiddelde waarde is gegeven door [7.89/1, 8.23/1]. Voor de
variantie is het 95% betrouwbaarheidsinterval gegeven door [0.0714012, 0.51/12].
De geschatte waarden zijn ook weergegeven in tabel 2. Aangezien de echte
waarde van de dikte in het 95% betrouwbaarheidsinterval gelegen is van
de schatting, kan men besluiten dat de Maximum Likelihood schatter een
zuivere schatter is. Men bereikt dus een goede nauwkeurigheid. Men ziet
ook dat de CRLB waarde wel degelijk bereikt wordt doordat deze waarde
gelegen is in het het 95% betrouwbaarheidsinterval van de variantie. De
schattingen van de dikte van de atoomkolom zijn samengevat in volgende
tabel:
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z 8.06A
2 0.29A2
95% betrouwbaarheidsinterval vanz| [7.894,8.23A]
exacte waarde 8.16A
95% betrouwbaarheisinterval van sz | [0.07A2,0.51A2]
CRLB 0.31A2

Tabel 2: z is de gemiddelde waarde, s? is de variantie en CRLB is de
Cramér Rao Lower Bound.

5.2.2 Vergelijking tussen Maximum Likelihood schatter en onge-
wogen kleinste kwadraten schatter

Om te onderzoeken of er een verschil bestaat tussen de Maximum Likeli-
hood schatter die gegeven is door vergelijking 83 en de ongewogen kleinste
kwadraten schatter, werden 100 keer 100 schattingen van de dikte gedaan.
De ongewogen kleinste kwadraten schatter is gegeven door:

z m=1 m=1

N N
B, =g [n;gn (z ft— R+ 3 e, — fé(bz)?)] 0

Men heeft dus 100 keer een verdeling kunnen opstellen waarvan men een
gemiddelde, een variantie en een 95% betrouwbaarheidsinterval kan bepalen
op analoge wijze als in sectie 5.2.1. Er wordt nu onderzocht hoeveel keer van
de 100 de ondergrens op de variantie in het geschatte 95% betrouwbaarheids-
interval ligt van de variantie. Voor de Maximum Likelihood schatter is dit
het geval in 97 keer van de 100. Voor de ongewogen kleinste kwadraten
schatting wordt de ondergrens maar bereikt in 72 gevallen van de 100. De
Maximum Likelihood schatter heeft dus een betere precisie dan de onge-
wogen kleinste kwadraten schatting. Er wordt ook ondezocht in hoeveel
keer van de 100 de exacte waarde van de dikte in het 95% betrouwbaarheids-
interval ligt van het gemiddelde. Dit is voor zowel de Maximum Likelihood
schatter als voor de ongewogen kleinste kwadraten schatting gelijk aan 94
keer. De nauwkeurigheid is dus voor beide schatters gelijk.

5.2.3 Schatten van de dikte en de positie van de atoomkolom

In vorige secties werden de posities van de atoomkolommen in het (x,y)-vlak
als gekend verondersteld. In een echt experiment is dit uiteraard niet het
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geval. Er zal nu nagegaan worden of de ondergrens zoals berekend in sec-
tie 5.1.3 bereikt wordt door gebruik te maken van de Maximum Likelihood
schatter. Men simuleert 100 waarnemingen van zowel het reéle als het imag-
inaire deel van de uittreegolf waaruit men de dikte en de positie schat. Deze
schattingen zijn weergegeven in een histogram in figuur 15. De gemiddelden
en de standaardafwijkingen op de gemiddelden zijn weergegeven in tabel 3.

dikte z positie x positie y
i 8.11A 4.08A 2.04A
& 0.33A2 0.0004A2 0.0003A2
95% betrouwbaarheidsinterval van i | 7.998A, 8.226A 4.076A,4.084A 2.036A,2.043A
exacte waarde 8.16A 4.08A 2.04A
95% betrouwbaarheidsinterval van s2 | 0.075A2,0.583A2 | 0.0001A2,0.0007A2 | 0.0001A2,0.0005A2
CRLB 0.31A2 0.0004A2 0.0004A2

2

Tabel 3: Tabel met geschatte waarden. @ is de gemiddelde waarde en s is

de variantie.

In deze tabel wordt opgemerkt dat alle exacte waarden in het 95% betrouw-
baarheidsinterval liggen. Men kan dus besluiten dat er gewerkt wordt met
een zuivere schatter. Men kan ook zien dat de ondergrens bereikt wordt
voor de drie parameters. De covariantiematrix is gegeven door:

0.32904A2 —0.000342 0.0002A2
cov = | —0.00034%2  0.000442 —0.0000A2 (87)
0.000242  —0.000042 0.0003A2

Als er meerdere parameters gelijk geschat worden, is het belangrijk om
na te gaan of er een correlatie bestaat tussen de te schatten parameters.
Als er een correlatie bestaat tussen twee of meerdere parameters, zal de
schatting van één van de parameters over het algemeen slechter worden als
er meerdere parameters tegelijk geschat worden. De correlatie tussen twee
parameters (0;,6;) is gegeven door:

o cov(6;,0;)
Y Vvar(8;)y/var ()

Toegepast op de waarden van 87 geeft dit voor de correlatiematrix:

(88)

1.0000 —0.0276 0.0191
p= [—0.0276 1.0000 —0.1429
0.0191  —0.1429 1.0000

Voor de elementen van de correlatiematrix kan ook een 95% betrouwbaarheids-
interval bepaald worden [16]. Dit is voor alle elementen van de correlatie
matrix gegeven door:
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Figuur 15: Schatting van zowel de dikte als de positie van een atoomkolom.
Er is ook een normale verdeling geplot over het histogram om de normale
verdeling van de Maximum Likelihood schatter te laten blijken.

>‘1—0.05/2 )‘1—0.05/2
[tanh (ZZ,] — m) ,tanh <Zz7j + ]\[_3)] (89)

hierbij is N het aantal schattingen en z;; de fisher z-transformatie van de
correlatie p; ; die gedefinieerd als:

=1 N 90
T n<1_pi,j> (50)

A 0.05 is het (1 — 0‘35)—kwantiel van de standaard normale verdeling en is
gelijk aan 1.96. Dit geeft als waarden voor het betrouwbaarheidsinterval:

[1.0000, 1.0000]  [—0.2228,0.1698] [—0.1780,0.2147]
[—0.2228,0.1698]  [1.0000,1.0000]  [—0.3300,0.0551]
[~0.1780,0.2147] [—0.3300,0.0551]  [1.0000, 1.0000]

Om nu te zien of deze correlatie significant is, wordt een statistische test
toegepast. Men maakt gebruik van de zogenaamde p-waarde en men stelt
dat de correlatie significant is als de p-waarde kleiner is dan 0.05 [17]. Deze
p-waarde wordt berekend door de correlatie te transformeren met de fisher
z-transformatie zoals beschreven in formule 90. Dit resultaat deelt men

33



6. BESLUIT

door \/NI_?’ waardoor men 77 bekomt. De p-waarde is dan gegeven door het

n-quantiel van de standaard normale verdeling.

1.0000 0.7854 0.8503
p-waarde = |0.7854 1.0000 0.1562
0.8503 0.1562 1.0000

Uit deze numerieke waarden merkt men dat er geen significante correlatie
bestaat tussen de dikte van de atoomkolom en de (x,y) posities van dezelfde
kolom.

6 Besluit

Door gebruik te maken van de channelingtheorie heeft men in dit onderzoek
de mogelijkheden bestudeerd om visueel structuurparameters te bepalen van
de atoomkolommen. Deze visuele bepaling heeft echter beperkingen wanneer
er ruis in de uittreegolf aanwezig is. Als dit het geval is, kan overgegaan
worden naar statistische parameterschattingstheorie. Deze theorie geeft een
mogelijkheid om parameters te schatten uit waarnemingen. In deze thesis is
aangetoond dat de dikte van een atoomkolom met goudatomen geschat kan
worden met een precisie van ongeveer 0.64. De positie van de atoomkolom
kan geschat worden met een precisie van ongeveer 0.02A. Deze precisies zijn
berekend door gebruik te maken van de Cramér-Rao ondergrens. Nadien is
door gebruik te maken van simulaties en de Maximum Likelihood schatter
aangetoond dat deze precisies ook bereikt kunnen worden. FEr wordt ook
aangetoond dat de dikte en de positie van de atoomkolommen onafhankelijk
van elkaar geschat kunnen worden omdat er geen correlatie bestaat tussen
de verschillende parameters.

Er is ook onderzocht hoe de precisie verandert in functie van enkele pa-
rameters als de hoeveelheid ruis, de dikte van de atoomkolom en de afstand
tussen twee atoomkolommen. Men merkt dat de precisie slechter zal worden
als de afstand tussen naburige atoomkolommen kleiner wordt. Als de hoe-
veelheid ruis op de waarnemingen toeneemt, zal dit ook een negatief gevolg
hebben voor de te behalen precisie. Het effect van de dikte op de te behalen
precisie wordt beinvloedt door de verhouding van de standaardafwijking op
het reéle en het imaginaire deel van de ruis. Als deze standaardafwijkingen
gelijk zijn voor het reéle en het imaginaire deel, zal de dikte geen invloed
hebben op de te behalen precisie. Als dit niet het geval is, zal de ondergrens
op de precisie periodisch variéren als functie van de dikte van de atoom-
kolom.

Tot slot is er in deze thesis ook een vergelijking gedaan van de Maxi-
mum Likelihood schatter en de ongewogen kleinste kwadraten schatter. Men
merkte dat beide schatters dezelfde nauwkeurigheid hebben, maar dat de
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precisie van de Maximum Likelihood schatter beter is dan deze van de onge-
wogen kleinste kwadraten schatter.
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